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Mở đầu

Bài toán sideways có rất nhiều ứng dụng quan trọng trong thực tế, đặc

biệt trong các lĩnh vực liên quan đến truyền nhiệt, khuếch tán chất lỏng,

kiểm tra không phá hủy trong kỹ thuật và công nghiệp hoặc chẩn đoán

y học và hình ảnh y tế, . . . . Trong y học, bài toán sideways có thể

được áp dụng trong các phương pháp hình ảnh như MRI hoặc CT scan,

chúng ta cần xác định cấu trúc hoặc đặc tính bên trong cơ thể từ dữ

liệu thu thập bên ngoài. Trong kỹ thuật, việc phát hiện các khuyết tật

(vết nứt, lỗ hỏng,...) bên trong mà không cần phá hủy sản phẩm là rất

quan trọng. Bài toán sideways có thể được sử dụng để xác định các đặc

tính bên trong của vật liệu từ dữ liệu đo tại các điểm nhất định để phát

hiện khuyết tật mà không cần làm hư hại cấu trúc. Một vấn đề khác

cũng được quan tâm nhiều trong các ngành công nghiệp, như sản xuất

thép, luyện kim, hoặc hàng không, nhiệt độ bề mặt của các vật liệu cần

được xác định chính xác. Tuy nhiên, trong các môi trường khắc nghiệt

với nhiệt độ quá cáo, quá thấp, hoặc dao động quá nhiều, việc tiếp cận

bề mặt để đo trực tiếp là rất khó khăn hoặc không thể thực hiện được.

Bài toán sideways cho phép khôi phục nhiệt độ bề mặt từ các dữ liệu

đo được tại các điểm bên trong vật liệu. Với sự phổ biến và tầm quan

trọng của bài toán sideways trong thời gian gần đây nên chúng tôi sẽ

xem xét bài toán này.

Dữ liệu thu được từ quá trình đo đạc được lưu trữ dưới dạng rời

rạc hóa của hàm số f(x) tại các điểm đo bên trong x1, x2, . . . , xn. Tuy

nhiên, các dữ liệu này luôn ở trạng thái bị nhiễu bởi nhiều yếu tố, từ

yếu tố khách quan (chẳng hạn như: mưa, gió, các tác động của môi

trường) đến yếu tố chủ quan (chẳng hạn như: con người, máy móc, . . . ).

Bài toán khôi phục nhiệt độ trên bề mặt của vật thể từ các điểm đo

bên trong đã rất phổ biến với nhiều loại điểm đo. Đối với trường hợp

một chiều, vật thể được mô hình hóa như một đoạn thẳng [0, L]. Nhiều

phương pháp nghiên cứu đã được đề xuất để khôi phục nhiệt đồ từ các

dữ liệu đo tại một hoặc nhiều điểm đo bên trong. Chẳng hạn như, nhiệt

độ được khôi phục từ dữ liệu nhiệt độ u(x0, t) và thông lượng bên trong

ux(x0, t). Tuy nhiên, trong thực tế rất khó để đo chính xác thông lượng
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nhiệt bên trong. Do đó, một cách khả thi hơn là tìm hàm nhiệt độ u(x, t)

từ dữ liệu đo tại nhiều điểm đo bên trong x1, . . . , xk. Một phương pháp

nghiên cứu khác, các tác giả đã sử dụng dữ liệu nhiệt độ tại một điểm

đo bên trong u(x0, t) và giả thiết limx→∞ u(x, t) = 0 để khôi phục nhiệt

độ u(x, t). Tuy nhiên, giả thiết nhiệt độ tiến tới 0 ở vô cực chỉ là một

giả thiết hợp lý và không áp dụng được trong các mô hình thực tế vì

vật thể có kích thước hữu hạn. Do đó, chúng ta thay thế giả thiết ở vô

cực bằng điều kiện bên trong để xác định sự phân bố nhiệt độ.

Trong trường hợp hai chiều, một số nghiên cứu đã khảo sát bài toán

sideways với nhiều loại dữ liệu đo khác nhau. Chẳng hạn như, khôi phục

nhiệt độ bề mặt từ vật thể Ω = (0, 1)×(0,∞) với bề mặt không thể tiếp

cận là {x = 1} và dữ liệu đo bên trong là u(0, y, t) = ϕ(y, t), ux(0, y, t) =

0. Một nghiên cứu khác, các tác giả đã xem xét Ω = R× (0, 2) và khôi

phục nhiệt độ u(x, y, t) từ các dữ liệu đo u(x, 1, t), u(x, 2, t).

Bài toán không chỉnh với dữ liệu ngẫu nhiên đã thu hút được nhiều

sự quan tâm trong thời gian gần đây. Ví dụ như các nghiên cứu về các

bài toán ngược với dữ liệu ngẫu nhiên, bài toán nguồn với dữ liệu ngẫu

nhiên, hoặc bài toán Cauchy của phương trình eliptic với dữ liệu ngẫu

nhiên. Các nghiên cứu đó chủ yếu xem xét dữ liệu trên miền bị chặn

hoặc hình chữ nhật.

Trong luận án này sẽ tập trung nghiên cứu phương pháp chỉnh hóa

cho bài toán sideways với dữ liệu tất định và dữ liệu ngẫu nhiên trên

miền một chiều và hai chiều.

Bài toán 1. Xét bài toán sideways với dữ liệu nhiễu ngẫu nhiên và

nhiễu tất định trên miền một chiều.

Trong những năm gần đây, phép tính vi phân phân thứ đã đạt được

nhiều thành công trong nhiều lĩnh vực khoa học như toán học, vật lý ,

hóa học, hệ thống sinh học, v.v. Các đạo hàm phân thứ khá linh hoạt

trong việc mô tả dòng chảy nhớt, đàn hồi và khuếch tán dị thường, siêu

khuếch tán với mô hình có thể không phù hợp với mô hình chuyển động

Brown cổ điển. Ở đây, chúng tôi sẽ xem xét phương trình khuếch tán

Dα
t u(x, t) = uxx(x, t), (x, t) ∈ Ω. (1)

Trong đó, Dα
t là đạo hàm Caputo cấp α theo biến t, 0 < α ≤ 1 và miền

Ω = (0, L)× (0,∞) ⊂ R2 với L > 0. Chúng tôi xem xét bài toán (1) với
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điều kiện đầu

u(x, 0) = 0 với mọi x ∈ (0, L). (2)

Giả sử rằng L > 2 và các điểm bên trong x = 1 và x = 2, ta đặt

u(1, t) := h(t), và u(2, t) := g(t). (3)

Nhiệt độ tại các điểm đo bên trong bị ảnh hưởng bởi nhiễu. Trong

bài toán này, chúng tôi xem xét hai trường hợp: dữ liệu có nhiễu tất

định hoặc nhiễu ngẫu nhiên. Trong trường hợp nhiễu tất định, chúng tôi

thu được hai dữ liệu đo gδ, hδ thoả

||g − gδ||L2(0,∞) ≤ δ, ||h− hδ||L2(0,∞) ≤ δ, (4)

trong đó, δ > 0 là mức độ nhiễu. Từ dữ liệu gδ, hδ, chúng ta phải tìm

hàm u(x, t). Với mỗi x ̸∈ [1, 2], bài toán không chỉnh, do đó, chúng ta

cần có sự chỉnh hóa. Trong [1, 2], dựa trên kết quả tổng quát trong [2],

chỉnh hóa tối ưu đã được nghiên cứu trong các bài toán sideways có

điểm đo bên trong. Nhưng các điều kiện để đạt được sự tối ưu sử dụng

tính lồi của một số hàm cụ thể và rất chặt chẽ. Công thức nghiệm của

chúng tôi khó thỏa mãn điều kiện lồi đó và một kết quả tối ưu cho kết

quả chỉnh hóa hậu nghiệm của bài toán vẫn chưa được nghiên cứu trước

đó.

Bài toán 2. Bài toán sideways trên miền hai chiều với dữ liệu ngẫu

nhiên rời rạc.

Vật thể được mô hình bởi R × (0, 2) với đường R × {y = 0} thể hiện

bề mặt không thể tiếp xúc của vật thể. Nhiệt độ được đo tại hai đường

R×{y = 1} và R×{y = 2}. Chúng ta xem xét bài toán xác định nhiệt

độ

v(x, t) = u (x, y0, t) , 0 ≤ y0 < 1, (5)

trong đó u thoả

κ∇2u− ∂u

∂t
= 0, κ > 0. (6)

Trong thực tế, một vài kết quả liên quan đến dữ liệu tất định đã

được nghiên cứu kỹ lưỡng gần đây. Trong [3], các tác giả đã nghiên

cứu bài toán với dữ liệu tất định. Để nghiệm duy nhất, chúng ta sẽ

phải đo nhiệt độ của vật thể tại hai đường bên trong R × {y = 1} và

R × {y = 2}, điều này cho phép chúng ta xác định tính duy nhất của

nhiệt độ bên trong (xem [4]). Hơn nữa, bài toán không chỉnh nếu chúng
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ta xem xét bài toán trên toàn bộ khoảng thời gian R+ ứng với chuẩn

L2. Đặc biệt, các tác giả chỉnh hoá hàm u (x, 0, t) trực tiếp từ dữ liệu

đo của u (x, 1, t) và u (x, 2, t). Chúng tôi phát triển ý tưởng của bài

báo [3] và tập trung vào bài toán khôi phục sự phân bố nhiệt từ dữ

liệu đo có nhiễu ngẫu nhiên. Bài toán với loại dữ liệu này vẫn chưa

được nghiên cứu trước đây. Hơn nữa, chúng tôi cũng quan tâm đến dữ

liệu nhiễu ngẫu nhiên có tính mới so với các nghiên cứu trước đó. Nếu

chúng tôi đo được hàm f(x, t) và g(x, t) tại các điểm rời rạc {xm} và

các thời điểm rời rạc {tj}, thì chúng tôi có được một tập các giá trị đo

{(τj,m, ηj,m) : −M ≤ m ≤ M, 1 ≤ j ≤ n}, trong đó τj,m ≈ f (mh, tj) và

ηj,m ≈ g (mh, tj) theo mô hình sau

τj,m = f (mh, tj) + ϵj,m, (7)

ηj,m = g (mh, tj) + εj,m. (8)

Các sai số ϵj,m, εj,m chưa biết và thường được giả sử là độc lập với nhau.

Chúng tôi chỉ kiểm tra mô hình phương sai bị chặn, tức là có σ1, σ2 > 0

thỏa Var(ϵj,m) ≤ σ2
1,Var(εj,m) ≤ σ2

2. Bài toán tìm sự phân bố nhiệt

u = u(x, y, t) thoả điều kiện đầu và các điều kiện bên trong từ dữ liệu

rời rạc như (7), (8).

Ngoài phần Mở đầu, Kết luận và Tài liệu tham khảo, luận án được

trình bày trong ba chương theo bố cục như sau: Chương 1 - Kiến thức

chuẩn bị; Chương 2 - Bài toán sideways một chiều với dữ liệu ngẫu nhiên

và dữ liệu tất đinh; Chương 3 - Bài toán sideways trên miền hai chiều

với dữ liệu ngẫu nhiên rời rạc.
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Chương này nhắc lại một số kiến thức nền tảng cho việc nghiên cứu các

nội dung trong các chương sau. Một số kiến thức về Giải tích, đơn cử

như các lớp hàm thông dụng, toán tử, biến đổi Fourier và một số bất

đẳng thức. Bên cạnh đó, khái niệm về bài toán ngược, bài toán không

chỉnh cũng được trình bày trong chương này. Cuối chương sẽ trình bày

các loại sai số của ước lượng trong thống kê.

5



Chương 2

Bài toán sideways một
chiều với dữ liệu nhiễu
ngẫu nhiên và dữ liệu tất
định

Trong chương này, chúng tôi sẽ trình bày các kết quả của bài toán 1, là

kết quả của bài báo [P1].

2.1 Giới thiệu bài toán

Bài toán được quan tâm trong chương này được phát biểu như sau

Dα
t u(x, t) = uxx(x, t), (x, t) ∈ Ω, (2.1)

trong đó 0 < α ≤ 1 và Ω = (0, L) × (0,∞) ⊂ R2 với L > 0. Chúng tôi

xem xét bài toán (2.1) thoả điều kiện đầu:

u(x, 0) = 0 với mọi x ∈ (0, L), (2.2)

và điều kiện nhiệt độ tại các điểm bên trong x = 1 và x = 2

u(1, t) := h(t), và u(2, t) := g(t). (2.3)

Như đã trình bày ở trên, nhiệt độ tại các điểm đo bên trong bị ảnh

hưởng bởi nhiễu. Vì vậy, chúng tôi xem xét bài toán với dữ liệu có nhiễu

tất định hoặc nhiễu ngẫu nhiên.
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2.2 Bài toán không chỉnh

Áp dụng biến đổi Fourier vào phương trình (2.1), (2.2) và (2.3), ta tìm

được công thức nghiệm Fourier của bài toán là

uft(x, ω) = gft(ω)H(x− 1, ω) + hft(ω)H(2− x, ω), (2.4)

trong đó

H(x, ω) =
sinh(x(iω)α/2)

sinh((iω)α/2)
, ω, x ∈ R. (2.5)

Để chứng minh bài toán không chỉnh, chúng ta cần có một số đánh giá

cho hàm H(y, ω), các đánh giá này được trình bày trong bổ đề sau

Bổ đề 2.2.1. Cho ω, y ∈ R, y ̸= 0, |ω| ≠ 0, chúng ta có

|ey(iω)α/2)| = ey.|ω|
α/2 cos(απ/4).

Hơn nữa, chúng ta có thể tìm được các hằng số c∗, c
∗ > 0 độc lập với

y, ω sao cho

c∗e
(|y|−1)|ω|α/2 cos(απ/4) ≤ |H(y, ω)| ≤ c∗e(|y|−1)|ω|α/2 cos(απ/4) khi |y| > 1, |ω| > 1,

c∗e
(|y|−1)|ω|α/2 cos(απ/4) ≤ |H(y, ω)| ≤ c∗|y|e(|y|−1)|ω|α/2 cos(απ/4) khi |y| > 1, |ω| ≤ 1,

c∗|y|e(|y|−1)|ω|α/2 cos(απ/4) ≤ |H(y, ω)| ≤ c∗|y|e(|y|−1)|ω|α/2 cos(απ/4) khi |y| ≤ 1, |ω| ≤ 1,

c∗|y|e(|y|−1)|ω|α/2 cos(απ/4) ≤ |H(y, ω)| ≤ c∗e(|y|−1)|ω|α/2 cos(απ/4) khi |y| ≤ 1, |ω| > 1.

2.2.1 Tính không chỉnh của bài toán

Trong trường hợp 1 < x < 2, áp dụng Bổ đề 2.2.1, chúng ta có hằng số

C > 0 sao cho

|uft(x, ω)| ≤ C(|gft(ω)|e(x−2)|ω|α/2 cos(απ/4)+|hft(ω)|e(1−x)|ω|α/2 cos(απ/4)).

Ta có e(x−2)|ω|α/2 cos(απ/4), e(1−x)|ω|α/2 cos(απ/4) bị chặn khi 1 < x < 2, do

đó, bài toán là chỉnh trong trường hợp này.

Khi x ̸∈ [1, 2], chúng ta xem xét trường hợp g(t) = h(t) ≡ 0, u(x, t) ≡
0, gftn (ω) = − 1√

nπ(1+ω2)
In<|ω|<n+1(ω), h

ft
n (ω) = − 1√

nπ(1+ω2)
In<|ω|<n+1(ω)

và uftn (ω) = gftn (ω)H(x− 1, ω) + hftn (ω)H(2− x, ω). Sử dụng bất đẳng

thức Parseval, và Bổ đề 2.2.1, chúng ta có được

∥uft(x, .)−uftn (x, .)∥2 ≥ C

(1 + (n+ 1)2)
e(x−2)nα/2 cosαπ/4 → ∞, x > 2.

Do vậy, bài toán không chỉnh khi x > 2. Chúng ta có kết quả tương tự

cho trường hợp 0 ≤ x < 1.
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2.3 Chỉnh hoá hậu nghiệm của bài toán với dữ
liệu tất định

Trong trường hợp nhiễu tất định, chúng tôi thu được hai dữ liệu đo

gδ, hδ thoả

||g − gδ||L2(0,∞) ≤ δ, ||h− hδ||L2(0,∞) ≤ δ, (2.6)

trong đó δ > 0 là mức độ nhiễu. Từ dữ liệu gδ, hδ, chúng ta phải tìm hàm

u(x, t). Chúng ta giả sử rằng hàm u(x, t), x ∈ [0, L], t ≥ 0 là nghiệm

của hệ phương trình (2.1), (2.2), (2.3) và tồn tại hằng số E > 0 thoả

||u(0, .)||, ||u(L, .)|| ≤ E.

2.3.1 Phương pháp chặt cụt cho trường hợp 0 ≤ x < 1

Nghiệm Fourier của bài toán có thể viết lại như sau

uft(x, ω) = (hft(ω)+gft(ω)H−1(2−x, ω)H(x−1, ω))H(2−x, ω). (2.7)

Ta đặt

h̃(t) = h(t)− 1√
2π

∫
R
gft(ω)H−1(2− x, ω)H(x− 1, ω)eiωtdω, (2.8)

suy ra

h̃ft(t) = hft(t) + gft(ω)H−1(2− x, ω)H(x− 1, ω).

Chúng ta xem xét bài toán chỉnh hoá hàm u sao cho

uft(x, ω) = h̃ft(ω)H(2− x, ω). (2.9)

Từ (2.8), chúng ta có dữ liệu nhiễu tương ứng

h̃δ(t) = hδ(t)−
1√
2π

∫
R
gftδ (ω)H−1(2− x, ω)H(x− 1, ω)eiωtdω.

Từ giả thiết (2.6), chúng ta có thể xem xét bài toán (2.7) với giả thiết

||h̃− h̃δ|| ≤ δ + δ sup
ω

|H−1(2− x, ω)H(x− 1, ω)| := δ̃.

Mặt khác, từ (2.9) chúng ta có uft(0, ω) = h̃ft(ω)H(2, ω). Do đó, sử

dụng Bổ đề 2.2.1 và giả thiết ||uft(0, .)|| ≤ E, chúng ta suy ra được∫
R
|h̃ft(ω)|2e2|ω|α/2 cos(απ/4)dω ≤ (c∗E)2. (2.10)

Chúng ta đặt

Aw(t) =
1√
2π

∫
R
wft(ω)H−1(2− x, ω)eitωdω. (2.11)

8



Cho η > 0, 0 ≤ x < 1, và Rη(x) : L
2(R) → L2(R) là một toán tử tuyến

tính chỉnh hoá được xác định bởi

Rη(x)w(t) =
1√
2π

∫ η

−η
H(2− x, ω)wft(ω)eiωtdω.

Cho τ > 1, chúng ta tìm tham số ηδ > 0 sao cho ||ARηδ
h̃δ − h̃δ|| = τ δ̃,

nghĩa là ∫
|ω|≥ηδ

|h̃ftδ (ω)|2dω = τ2δ̃2. (2.12)

Chúng ta có được kết quả hội tụ của chỉnh hoá Rηδ
(x) được trình bày

trong định lý sau:

Định lý 2.3.1. Cho hàm số u(x, t) thoả (2.9), E > 0 và ||u(0, .)|| ≤ E.

Cho x = 0, chúng ta có limδ→0+ ||Rηδ
(0)h̃δ − u(0, .)|| = 0. Cho 0 < x <

1, tồn tại một hằng số C > 0 độc lập với δ sao cho

||Rηδ
(x)h̃δ − u(x, .)|| ≤ Cδx.

Hơn nữa, phương pháp chỉnh hoá Rηδ
(x), 0 < x < 1, có bậc tối ưu,

nghĩa là, tồn tại một hằng số c+ > 0 sao cho
∆(δ,Rηδ

(x), A,MA,E) ≤ c+ inf
R

∆(δ,R,A,MA,E).

Ở đây A được định nghĩa như trong phương trình (2.11) và MA,E =
{w ∈ L2(R) : ||A−1w|| ≤ E}.

2.3.2 Phương pháp chặt cụt cho trường hợp 2 < x ≤ L

Tương tự như trường hợp 2 < x ≤ L, chúng ta có được kết quả hội tụ

của ước lượng của phương pháp chặt cụt.

Định lý 2.3.2. Cho hàm số u(x, t) thoả (2.9), E > 0 và ||u(L, .)|| ≤ E.
Khi x = L chúng ta có ||Rηδ

(L)g̃δ − u(L, .)|| → 0 khi δ → 0+.

Khi 2 < x < L, tồn tại một hằng số C > 0 độc lập với δ sao cho

||Rηδ
(x)g̃δ − u(x, .)|| ≤ Cδ

L−x

L−2 .

Hơn nữa, phương pháp chỉnh hoá Rηδ
(x) có bậc tối ưu khi 2 < x < L,

nghĩa là, tồn tại một hằng số c+ > 0 sao cho
∆(δ,Rηδ

(x),A,MA,E) ≤ c+ inf
R

∆(δ,R,A,MA,E).
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2.4 Ước lượng cho bài toán sideways với dữ liệu
ngẫu nhiên rời rạc

2.4.1 Ước lượng chiếu cho bài toán hồi quy

Trong phần này, chúng tã sẽ nhắc lại khái niệm ước chiếu cho bài toán

mô hình.

2.4.2 Phương pháp chung để khôi phục nhiệt độ từ dữ
liệu ngẫu nhiên rời rạc

Trong trường hợp nhiễu ngẫu nhiên, chúng tôi giả sử rằng dữ liệu ν0k, η0k
được đo tại các thời điểm rời rạc t = tk = Tk

n , k = 1, . . . , n, n ∈ N và

được xác định từ mô hình hồi quy

ν0k = h(tk) + ϵk, η0k = g(tk) + ϵ′k, (2.13)

Các sai số ϵk, ϵ
′
k, k = 1, n, là các biến ngẫu nhiên độc lập và Eϵk =

Eϵ′k = 0 và Var(ϵk),Var(ϵ
′
k) ≤ σ2

ε , ở đây σε > 0 và được cố định.

Bây giờ, chúng tôi xây dựng một xấp xỉ cho h ∈ Hp(R). Chúng tôi

chọn hàm τT ∈ C1(R) với T > sao cho

τT (t) =

{
1 khi t ∈ [0, T − 1],

0 khi t ∈ [T,∞),

và supT∈[1,∞) supt≥0(|τT (t)|+ |τ ′T (t)|) < ∞.

Từ mô hình hồi quy (2.13), chọn ϕ = τTh, εk = τT (tk)ϵk, thì

νk = τT (tk)ν0k = τT (tk)h(tk) + τT (tk)ϵk := τT (tk)h(tk) + εk.

Từ {νk} chúng ta có thể xây dựng θ̂j và ϕ̂n. Sai số trung bình bình

phương tích phân (MISE) của ước lượng chiếu ϕ̂n được định nghĩa như

sau

MISE(ϕ̂n) := E∥ϕ̂n − h∥2 ≤ 2E∥ϕ̂n − ϕ∥2 + 2∥(1− τT )h∥2.
Các kết quả đánh giá cho sai số trung bình bình phương tích phân của

ϕ̂n được trình bày trong Bổ đề 2.4.1.

Bổ đề 2.4.1. Chúng ta có những kết quả sau

(i) Cho Q > 0, p > 0, β > 1/2. Giả sử h ∈ Sp, h(0) = 0, ϕ := τTh ∈
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Hβ(T,Q). Thì tồn tại một hằng số C độc lập với n, β, T sao cho

MISE(ϕ̂n) ≤ CNn

(
T 2σ2

ε

n
+

Qn1−2β

2β − 1

)
+

Q

N2β
n

+
C

T 2p
.

(ii) Nếu h ∈ H1
0 (0,∞) ∩ Sp thì ϕ = τTh ∈ H1(T,Q) ,trong đó

Q = 2

(
T
π

)2

∥ϕ′∥2L2(0,∞), và H1
0 (0,+∞) = {f ∈ H1(0,+∞) :

f(0) = 0}. Khi đó, tồn tại một hằng số C độc lập với n, T, E(N,T ) =
NT 2

n + T 2

N2 + 1
T 2p . thì

MISE(ϕ̂n) ≤ CE(Nn, T ).

(iii) Giả sử các giả thiết (ii) đúng. Nếu (N∗, T ∗) = argmin E(N,T ) thì

tồn tại một hằng số C1 > 0 sao cho N∗ = 3
√
2n1/3, T ∗ = C1n

1

3(p+1) .
Trong trường hợp này, tồn tại hằng số C độc lập với n sao cho

MISE(ϕ̂n) ≤ Cn
− 2p

3(p+1) .

2.4.3 Ước lượng: tính vững và tốc độ hội tụ

Cho ν0k, η0k được định nghĩa trong (2.13), chúng ta sẽ sử dụng dữ liệu

νk = τT (tk)ν0k, ηk = τT (tk)η0k. (2.14)

Đâu tiên, chúng ta định nghĩa một ước lượng û(x, t).

Định nghĩa 2.4.2. Chúng ta định nghĩa

û(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
ûft(x, ω)I[−Mn,Mn](ω)e

iωtdω,

trong đó ûft(x, ω) = ĝft(ω)H(x− 1, ω)− ĥft(ω)H(x− 2, ω) và

ĝft(ω) =

Nn∑
j=1

T

n

( n∑
k=1

ηkφj(tk)Φj(ω)

)
, ĥft(ω) =

Nn∑
j=1

T

n

( n∑
k=1

νkφj(tk)Φj(ω)

)
.

ĝft(ω) =

Nn∑
j=1

T

n

( n∑
k=1

ηkφj(tk)Φj(ω)

)
,

ĥft(ω) =

Nn∑
j=1

T

n

( n∑
k=1

νkφj(tk)Φj(ω)

)
.

Cuối cùng, chúng ta có các kết quả đánh giá cho sai số trung bình

bình phương tích phân của ước lượng û(x, t).
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Định lý 2.4.3.

(i) Cho p, s, β, T > 0 và Q = Q(β, T ) > 0. Giả sử h, g ∈ Sp ∩Hs(R),
h(0) = 0, g(0) = 0, sao cho τTh, τT g ∈ Hβ(T,Q)∀T > 0 . Với

κ(x,M) = max|ω|≤M max{e(|x−1|−1)|ω|α/2 cos(απ/4), e(|x−2|−1)|ω|α/2 cos(απ/4)},
thì

MISE

(
û(x, .)

)
≤ Cκ2(x,Mn)

[
Nn

(
T 2σ2

ε

n
+

Qn1−2β

2β − 1

)
+

Q

N2β
n

+
1

T 2p

]
+

∥uft(x, .)∥2s
(1 +M2

n)
s
.

(ii) Nếu h, g ∈ Sp ∩H1
0 (0,∞) thì h, g thoả các giả thiết của phần (i)

với s = β = 1, Q =

(
T
π

)2

(∥h∥2H1 + ∥g∥2H1) < ∞, T = n
1

3(p+1) ,

N = n1/3 và chúng ta có được

MISE

(
û(x, .)

)
≤ Cκ2(x,Mn)n

− 2p

3(p+1) +
∥uft(x, .)∥2H1

1 +M2
n

.

Khi x > 2, tồn tại một hằng số C > 0 sao cho

MISE

(
û(x, .)

)
≤ CE0(Mn),

trong đó

E0(M) = e2(x−2)Mα/2 cos(απ/4)n
− 2p

3(p+1) +
1

1 +M2
.

Khi 0 < x < 1, tồn tại một hằng số C > 0 sao cho

MISE

(
û(x, .)

)
≤ CE1(Mn),

trong đó

E1(M) = e2(1−x)Mα/2 cos(απ/4)n
− 2p

3(p+1) +
1

1 +M2
.

(iii) Giả sử các giả thiết của phần (ii) thoả. Khi x > 2, ký hiệu M∗ =

argminE0(M) thì

lim
n→∞

M∗

ln2/α n
=

(
p

3(p+ 1)(x− 2) cos(απ/4)

) 2

α

,

và

MISE

(
û(x, .)

)
≤ C ln4/α n.
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Khi 0 < x < 1, ký hiệu M∗
1 = argminE1(M) thì

lim
n→∞

M∗
1

ln2/α n
=

(
p

3(p+ 1)(1− x) cos(απ/4)

) 2

α

,

và

MISE

(
û(x, .)

)
≤ C ln4/α n.

2.5 Các kết quả số

2.5.1 Đánh giá bằng giải số của biến đổi Fourier liên tục

Trong phần này chúng tôi trình bày một số thử nghiệm số thu được

bằng phương pháp chỉnh hóa. Độ chính xác và hiệu quả của thuật toán

có thể được minh họa trong trường hợp dữ liệu bị nhiễu.

2.5.2 Một ví dụ cho bài toán sideways

Đầu tiên, chúng tôi sẽ trình bày mô phỏng dữ liệu u(1, t) và u(2, t) với

t > 0. Sử dụng dữ liệu mô phỏng, chúng ta xem xét mô hình

D0.2
t u(x, t) = uxx(x, t), (x, t) ∈ (0, 5)× (0,+∞)

và mô hình hồi quy

ν0i = u(1, ti) +Xi; η0i = u(2, ti) + Yi, i = 1,m.

Chúng ta sẽ kiểm tra tính hiệu quả của thuật toán trong lý thuyết với

các cỡ mẫu khác nhau
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Chương 3

Bài toán sideways trên
miền hai chiều với dữ liệu
ngẫu nhiên rời rạc

Trong chương này, chúng tôi sẽ trình bày các kết quả của bài toán 2.

Đầu tiên, chúng tôi tìm công thức biểu diễn nghiệm Fourier của bài toán

và chứng minh được bài toán không chỉnh. Sau đó, chúng tôi trình bày

một kết quả có thể được áp dụng để định nghĩa các tham số tính toán.

Tiếp theo, chúng tôi nêu các xấp xỉ của các hàm f(x, t), g(x, t). Sau đó,

chúng tôi đề xuất một bộ ước lượng cho u(x, y0, t). Chúng tôi cũng đưa

ra một cách cụ thể để định nghĩa các tham số chỉnh hóa.

3.1 Giới thiệu

Trước hết, chúng tôi phát biểu lại bài toán trên miền hai chiều như sau:

Vật thể được mô hình bởi R × (0, 2), đường R × {y = 0} thể hiện bề

mặt không thể tiếp xúc của vật thể. Nhiệt độ được đo tại hai đường

R×{y = 1} và R×{y = 2}. Chúng tôi xem xét bài toán xác định nhiệt

độ

v(x, t) = u (x, y0, t) , 0 ≤ y0 < 1, (3.1)

trong đó u thoả

κ∇2u− ∂u

∂t
= 0, (3.2)
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hằng số κ dương. Hàm u(x, y, t) thoả các điều kiện bên trong

u (x, 2, t) = g(x, t), x ∈ R, t > 0, (3.3)

u (x, 1, t) = f(x, t), x ∈ R, t > 0, (3.4)

và điều kiện đầu

u(x, y, 0) = 0, x ∈ R, 0 < y < 2. (3.5)

Hàm số f(x, t) và g(x, t) được đo tại các điểm rời rạc {xm = mh}, h >

0,−M ≤ m ≤ M và các thời điểm rời rạc 0 < t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn ≤ T ,

thì chúng tôi có được một tập các giá trị đo {(τj,m, ηj,m), 1 ≤ j ≤ n},
trong đó,

τj,m = f (mh, tj) + ϵj,m, (3.6)

ηj,m = g (mh, tj) + εj,m. (3.7)

Trong thống kê, các sai số ϵj,m, εj,m chưa biết và thường được giả sử là

độc lập với nhau. Ở đây, chúng tôi chỉ kiểm tra mô hình phương sai bị

chặn , tức là có σ1, σ2 > 0 và

Var(ϵj,m) ≤ σ2
1, Var(εj,m) ≤ σ2

2. (3.8)

3.2 Công thức nghiệm Fourier và tính không
chỉnh của bài toán

3.2.1 Chuỗi Fourier và chuỗi Sinc

Trong phần này, chúng tôi sử dụng một số tính chất của cơ sở lượng

giác được đưa ra bởi Tsybakov [5] và một số đánh giá cho chuỗi Fourier

và chuỗi Sinc.

3.2.2 Biến đổi Fourier của nghiệm

Biến đổi Fourier ứng với hai biến x và t, ta có công thức nghiệm Fourier

vft(r, s) =
G(r, s)e−λ − F (r, s)e−2λ

eλ − e−λ
eλy0 +

F (r, s)e2λ −G(r, s)eλ

eλ − e−λ
e−λy0

= F (r, s)Cλ(r, s)−G(r, s)Dλ(r, s),

trong đó, r, s ∈ R, λ = A0 + iB0, và

Cλ(r, s) =
sinhλ(2− y0)

sinhλ
, Dλ(r, s) =

sinhλ(1− y0)

sinhλ
, (3.9)
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A0 =

√√√√√
r4 + s2

κ2 + r2

2
, B0 = sgn(s)

√√√√√
r4 + s2

κ2 − r2

2
. (3.10)

Chúng ta có công thức nghiệm chính xác sau

v(x, t) = 1
4π2

∫∫
R2 F (r, s) e

λ(2−y0)−e−λ(2−y0)

eλ−e−λ ei(rx+st)drds′

− 1
4π2

∫∫
R2 G(r, s) e

λ(1−y0)−e−λ(1−y0)

eλ−e−λ ei(rx+st)drds′. (3.11)

3.2.3 Tính không chỉnh của bài toán

Như đã đề cập ở trên, công thức nghiệm của (3.1) - (3.5) có thể thu

được dưới dạng sau

uft1,3(r, y0, s) = F (r, s)
eλ(2−y0) − e−λ(2−y0)

eλ − e−λ
−G(r, s)

eλ(1−y0) − e−λ(1−y0)

eλ − e−λ
.

Ta có ∣∣∣∣eλ(2−y0) − e−λ(2−y0)

eλ − e−λ

∣∣∣∣2 ≥ e2A0(2−y0) + e−2A0(2−y0) + 2

e2A0 + e−2A0 − 2.

Số hạng đầu tiên tăng theo cấp số nhân ,do đó, một nhiễu nhỏ đối với

dữ liệu f(x, t) sẽ được khuếch đại vô hạn bởi hệ số này. Vì vậy, bài toán

khôi phục nhiệt độ v(x, t) từ dữ liệu đo được là không chỉnh.

3.3 Một số kết quả chính

3.3.1 Các giả thiết

Ở phần trước, chúng ta đã chứng minh rằng bài toán là không chỉnh.

Trước khi chỉnh hóa, chúng ta cần có một số giả thiết cho các hàm số

f, g.

3.3.2 Các kết quả chính

Vì có rất nhiều tham số nên chúng tôi tìm cách chỉ định chúng.

Định lý 3.3.1. Cho Y > 2, 0 < y < Y , q > 0, 0 < β < 1/2. Giả sử

(i) u(x, y, t) được định nghĩa trên R×[0, Y ]×[0,∞) và thoả (3.2),(3.5).

(ii) (1 + |x| + |t|)v0, (1 + |x| + |t|)vy ∈ L2(R2) trong đó vy(x, t) :=

u(x, y, t) khi t > 0 và vy(x, t) khi t ≤ 0.
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Khi đó, chúng ta có thể tìm C, E, CΛ > 0 sao cho vy ∈ V (q, C) ∩
Vtrunc(2, E) ∩ C1,β,Λ với Λ2 = CΛT

4/h2. Do đó, với u thoả (i) và (ii),

chúng ta có thể chọn

α = β′ = 1, ρ = 2, τ = 2, với q, β bất kỳ , q > 0, β ∈ (0, 1/2).

Chúng ta cũng có thể chọn

C ≥
∫∫

R×[0,∞)
(1 + r2)q|vfty,1(r, t)|

2drdt

+

∫∫
(R\[r0,r0])×[0,∞)

(1 + r2)q

∣∣∣∣∣∂v
ft
y,1

∂r
(r, t)

∣∣∣∣∣
2

drdt,

E ≥ 1

4π2

∫∫
R2

∣∣∣∣∣∂vfty∂s (r, s)

∣∣∣∣∣
2

drds,

CFou ≥ sup
x∈R

(1 + |x|)
{
∥vy,t(x, .)∥L2(0,∞) + ∥vy,tt(x, .)∥L2(0,∞)

}
.

Chúng ta chia việc chỉnh hóa thành hai bước. Đầu tiên, chúng ta sẽ

xây dựng hai ước lượng F̂ và Ĝ cho F và G. Sau đó, chúng ta thay thế

(eλ(2−y0) − e−λ(2−y0))/(eλ − e−λ) và (eλ(1−y0) − e−λ(1−y0))/(eλ − e−λ)

trong (3.11) theo điều kiện ổn định.

Trong bước một, từ dữ liệu τj,m, ηj,m như trong (3.6) và (3.7), chúng

ta sẽ xây dựng f̃ và g̃ lần lượt là các ước lượng cụ thể của các hàm f

và g. Chúng ta chọn

F̂ = F̂N,M = f̂ft
N,M , Ĝ = ĜN,M = ĝftN,M

với f̂N,M và ĝN,M được định nghĩa như sau:

Định nghĩa: Giả sử mô hình (3.6) đúng. Chúng ta định nghĩa ước lượng

cho các hệ số cp(mh) như sau:

ĉp,m =
2

n

n−1∑
j=1

τj,mϕp(tj) +
1

n
τn,mϕp(tn), p = 1, n. (3.12)

Chúng ta ước lượng hàm f(x, t) trên R2 bởi

f̂N,M (x, t) = I[0,T ](t)

M∑
m=−M

N∑
p=1

ĉp,mϕp(t)S(m,h)(x). (3.13)

Định nghĩa: Giả sử mô hình (3.7) đúng. Chúng ta định nghĩa các ước

lượng cho các hệ số dp(mh) như sau:
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d̂p,m =
2

n

n−1∑
j=1

ηj,mϕp(tj) +
1

n
ηn,mϕp(tn), p = 1, n. (3.14)

Chúng ta ước lượng hàm g(x, t) trên R2 bởi

ĝN,M (x, t) = I[0,T ](t)

M∑
m=−M

N∑
p=1

d̂p,mϕp(t)S(m,h)(x). (3.15)

Các số dương h, T và các số nguyên dương N, M được gọi là các tham

số chỉnh hoá. Ta ký hiệu

ε0(h, T,M,N) = Aε
T 2τ+1

N2αh2β′−1
+Bε

T 2τ+1

h2β′−1M2β

+Cε
MhTN

n
+Dεh

4q−2 +
E

T ρ
, (3.16)

trong đó

Aε = 2CΛ

(
1 +

α2−2α+2

2α− 1

)
, Bε = 2CΛ, Cε = 4σ2, Dε = 4C2

sinc,q.

Trong bước hai, chúng ta phải thay thế các nhóm (eλ(2−y0)−e−λ(2−y0))/(eλ−
e−λ) và (eλ(1−y0) − e−λ(1−y0))/(eλ − e−λ) theo điều kiện ổn định. Cho

ϵ > 0, chúng ta chọn bϵ = ln(4/ϵ)/(
√
2
√√

2 + 1), suy ra e2A0 ≤ 4ϵ−1

khi (r, s) ∈ Dϵ, trong đó Dϵ = {(r, s) ∈ R2 : |r| ≤ bϵ, |s| ≤ κb2ϵ .} Tiếp

theo, chúng ta sẽ tính gần đúng hàm v theo hàm v̂ϵ(x, t)

v̂ϵ(x, t) = 1
4π2

∫∫
Dϵ

F̂N,M (r, s) e
λ(2−y0)−e−λ(2−y0)

eλ−e−λ ei(rx+st)drds

− 1
4π2

∫∫
Dϵ

ĜN,M (r, s) e
λ(1−y0)−e−λ(1−y0)

eλ−e−λ ei(rx+st)drds. (3.17)

Sau đó, chúng ta có được các chặn trên cho hai phần chính trong

biến đổi Fourier của nghiệm v và kết quả chính dẫn đến sự hội tụ của

các ước lượng được trình bày trong hai định lý sau

Định lý 3.3.2. Giả sử f, g thoả các giả thiết (A1)-(A3). Thì

max
{
E∥F − F̂N,M∥2L2(R2), E∥G− ĜN,M∥2L2(R2)

}
≤ 4π2 ε0(h, T,M,N).

Định lý 3.3.3. Giả sử các giả thiết (A1)-(A3) đúng, 0 < β < 2β′−1
2 và

v ∈ Hθ(R2), θ ≥ 0,, thì chúng ta có

E
∫∫

R2

|vϵ − v̂|2drds ≤ 1
4π2 min{1,κθ}b2θϵ

∫∫
R2\Dϵ

(r2 + s2)θ|vft(r, s)|2drds

+8ε0(h, T,M,N)

(
4

ϵ

)3−y0

.
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Để đạt được sự hội tụ của các hàm ước lượng, có nhiều cách để xác
định các tham số chỉnh hóa h, T,M,N . Với phần lý thuyết này, chúng
ta sẽ đưa ra một ví dụ về lựa chọn tham số chỉnh hoá. Ta đặt

µ =

(
1

2α
+

1

2β
+ 1 +

1

ρ

(
2τ + 1

2α
+

2τ + 1

2β
+ 1

)
+

1

4q − 2

(
2β′ − 1

2α
+

2β′ − 1

2β
− 1

))−1

,

và
p1 = 2αµ−1, p2 = 2βµ−1, p3 = µ−1,

p4 = (4q − 2)µ−1

(
2β′ − 1

2α
+

2β′ − 1

2β
− 1

)−1

, p5 = ρµ−1

(
2τ + 1

2α
+

2τ + 1

2β
+ 1

)−1

.

Định lý 3.3.4. Giả sử các giả thiết (A1)-(A3) đúng. Đặt

(hn, Tn,Mn, Nn) = argmin ε0(h, T,M,N) trong đó h, T,M,N > 0.

Khi đó

ε0(hn, Tn,Mn, Nn) = (p1Aε)
1

p1 (p2Bε)
1

p2 (p3Cε)
1

p3 (p4Dε)
1

p4 (p5E)
1

p5

(
1

n

)µ

trong đó Aε, Bε, Cε, Dε, E và pi, i = 1, 5, được định nghĩa ở trên. Hơn
nữa, chúng ta có

Tn =

(
p5E

p4Dε

) 1

ρ

h
− 4q−2

ρ
n ,

Nn =

(
p1Aε

p4Dε

) 1

2α
(

p5E

p4Dε

) 2τ+1

2αρ

h
− (2β′−1)ρ+(4q−2)(ρ+2τ+1)

2αρ
n ,

Mn =

(
p2Bε

p4Dε

) 1

2β
(

p5E

p4Dε

) 2τ+1

2βρ

h
− (2β′−1)ρ+(4q−2)(ρ+2τ+1)

2βρ
n ,

và

hn =
1

n
1

ϑ

(
p3Cε

p4Dε

) 1

ϑ
(

p5E

p4Dε

) 1

ρϑ
+ 2τ+1

2αρϑ
+ 2τ+1

2βρϑ
(
p1Aε

p4Dε

) 1

2αϑ
(
p2Bε

p4Dε

) 1

2βϑ

,

trong đó ϑ = 4q − 3 + 4q−2
ρ + (2β′−1)ρ+(4q−2)(ρ+2τ+1)

2ρ

(
1
α + 1

β

)
.

Hơn nữa, giả sử rằng, có θ,Kv,θ > 0 thoả v ∈ Hθ(R2) và ∥v∥Hθ ≤
Kv,θ. Cho

ϵn = argmin0<ϵ<1

{
32π2ε0(hn, Tn,Mn, Nn)

(
4

ϵ

)3−y0

+
K2

v,θ

max{1, κθ}b2θϵ

}
.

Sau đó, bằng cách ký hiệu v̂n = v̂ϵn chúng ta có thể tìm thấy một hằng
số C ′ > 0 độc lập với n sao cho

E ∥v − v̂n∥2L2(R2) ≤
C ′

ln2θ (n)
.
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3.3.3 Các kết quả giải số

Trong phần này, thuật toán giải bài toán (3.1)-(3.7) được trình bày theo

các bước sau

• Bước 1: Cho n ∈ N, chọn các tham số hn, Tn, Mn, Nn, ϵn.

Đặt bn = log (4/ϵn) /
√

2(
√
2 + 1), an = b2n.

• Bước 2: Tính f̂Nn,Mn
(x, t) và ĝNn,Mn

(x, t) như trong (3.13) và

(3.15).

• Bước 3: Tính toán v̂n = v̂ϵn như trong (3.17).

3.3.4 Mô phỏng và nhận xét

Trong phần này cung cấp hai ví dụ giải số. Chúng ta xấp xỉ vn = vϵn
như trong các Bước 1-3. Chúng ta có thể thấy sự hội tụ của vn đến u(y0)

ổn định. Điều này xác nhận tính đáng tin cậy của phương pháp được đề

xuất.
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Chương 4

Kết luận

Trong luận án, chúng tôi đã nghiên cứu về bài toán sideways với dữ liệu

đo đạc bị nhiễu trên miền một chiều và miền hai chiều. Kết quả chính

của luận án được tóm tắt như sau:

Đối với bài toán 1: Tức là bài toán sideways với dữ liệu nhiễu ngẫu

nhiên và nhiễu tất định trên miền một chiều. Chúng tôi đã chỉ ra bài

toán là không chỉnh. Sau đó, với dữ liệu tất định, chúng tôi sử dụng

phương pháp chỉnh hóa chặt cụt hậu nghiệm để chỉnh hoá bài toán.

Đồng thời, chúng tôi cũng xem xét bậc tối ưu cho chỉnh hóa hậu nghiệm

của bài toán. Trường hợp nhiễu ngẫu nhiên trên miền một chiều, chúng

tôi thiết kế các điểm lưới để đo dữ liệu và T được chọn phù hợp với kích

thước mẫu n sao cho phương pháp chỉnh hoá hội tụ trên miền không bị

chặn. Sau cùng là các tính toán số nhằm minh họa cho kết quả lý thuyết

trước đó.

Đối với bài toán 2: Là bài toán sideways trên miền hai chiều với dữ

liệu ngẫu nhiên rời rạc. Chúng tôi tập trung vào bài toán khôi phục sự

phân bố nhiệt độ từ dữ liệu đo có nhiễu ngẫu nhiên. Hơn nữa, chúng tôi

quan tâm đến dữ liệu nhiễu ngẫu nhiên có tính mới so với các bài báo

trước đó. Sau cùng là các ví dụ trong không gian hai chiều và các tính

toán số nhằm minh họa kết quả lý thuyết.

Trên cơ sở những kết quả thu được trong luận án, chúng tôi sẽ hướng

tới nghiên cứu một số vấn đề sau:

(i) Chỉnh hóa bài toán sideways phi tuyến cho cả hai trường hợp dữ
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liệu tất định và ngẫu nhiên (trường hợp dữ liệu rời rạc và dữ liệu

liên tục có nhiễu trắng).

(ii) Chỉnh hóa bài toán sideways cho các phương trình vi phân chứa các

loại đạo hàm phân thứ khác.
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