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M3 dau

Bai toan sideways c6 rat nhiéu ing dung quan trong trong thec té, dic
biét trong cac linh vic lién quan dén truyén nhiét, khuéch tan chat 16ng,
kiém tra khong phé hiy trong ky thuat va cong nghiép hodc chan doan
y hoc v hinh anh y té, .... Trong y hoc, bai toan sideways cé thé
dugc ap dung trong cac phuong phap hinh dnh nhu MRI hosic CT scan,
ching ta can xac dinh ciu tric hoac diic tinh bén trong co thé tir dit
licu thu thap bén ngoai. Trong k¥ thuat, viéc phat hién cac khuyét tat
(vét niit, 16 héng,...) bén trong ma khong can pha hity sdn pham la rat
quan trong. Bai toadn sideways co thé duoc st dung dé xac dinh céc dic
tinh bén trong ciia vat lieu tir dit lieu do tai cac diém nhat dinh dé phat
hién khuyét tat ma khong can lam hu hai cau trac. Mot van dé khac
ciing duge quan tam nhiéu trong cac nganh cong nghiép, nhu san xuat
thép, luyen kim, hosic hang khong, nhiét do bé mat ciia cac vat lieu can
duge xac dinh chinh xac. Tuy nhién, trong cac moi truong khac nghiet
v6i nhiét do qua cdo, qué thap, hosic dao dong qua nhiéu, viéc tiép can
bé mat dé do truc tiép la rat kho khan hoic khong thé thirc hien duge.
Bai toan sideways cho phép khoi phuc nhiét do bé mat tit cac dit lieu
do dugc tai cac diém bén trong vat lieu. V6i sy pho bién va tam quan
trong clia bai toan sideways trong thoi gian gan day nén ching toi sé
xem xét bai toan nay.

Dt lieu thu duge tit qua trinh do dac duge luu trit du6i dang roi
rac héa ctia ham s6 f(z) tai cac diém do bén trong x1, 2, ..., 7,. Tuy
nhién, cic dit liéu nay luon & trang thai bi nhiéu béi nhiéu yéu to6, tu
yéu t6 khach quan (chang han nhu: mua, gi6, cic tic dong ciia moi
truong) dén yéu t6 chiit quan (chdng han nhu: con ngusi, may moc, ... ).
Bai toan khoi phuc nhiét do trén bé mat ctia vat thé tit cac diem do
bén trong da rat pho bién véi nhiéu loai diém do. D6i vé6i trusng hop
mot chiéu, vat thé duge mo hinh héa nhu mot doan thing [0, L]. Nhiéu
phuong phap nghién citu da duge dé xuat dé khoi phuc nhiet do tit cac
dit lieu do tai mot hodc nhiéu diém do bén trong. Chéang han nh, nhiét
do duge khoi phuc ti dit lieu nhiét do u(xg, t) va thong lugng bén trong
uz(z0,t). Tuy nhién, trong thuc té rat kho dé do chinh x4c thong lugng
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nhiét bén trong. Do d6, mot cach khé thi hon 1a tim ham nhiét do u(z, t)
tit dit lieu do tai nhiéu diém do bén trong 1, ..., z,. Mot phuong phap
nghién citu khéc, cac tac gia da sit dung dit licu nhiét do tai mot diém
do bén trong u(wg,t) va gid thiét lim, ., u(x,t) = 0 dé khoi phuc nhigt
do u(x,t). Tuy nhien, gid thiét nhigt do tién t6i 0 & vo cyc chi 1a mot
gid thiét hop ly va khong 4p dung duge trong cdc mo hinh thuyc té vi
vat thé cé kich thuée hitu han. Do d6, ching ta thay thé gia thiét ¢ vo
cuc bing diéu kien bén trong dé xac dinh sy phan bd nhiet do.

Trong truong hop hai chiéu, mot s6 nghién cttu da khao sat bai toan
sideways v6i nhiéu loai dit lieu do khac nhau. Chang han nhu, khoi phuc
nhiét do bé mat tit vat thé Q = (0,1) x (0, 00) véi bé mat khong thé tiép
can la {z = 1} va dit lieu do bén trong 1a u(0, y,t) = ¢(y,t), uz(0,y,t) =
0. Mot nghién citu khéc, cac tac gid da xem xét 2 = R x (0,2) va khoi
phuc nhiét do u(z,y,t) tit cac da lieu do u(x, 1,t), u(x,2,t).

Bai toan khong chinh véi dit lieu ngau nhién da thu hat duge nhiéu
st quan tam trong thoi gian gan day. Vi du nhu cac nghién ctiu vé cac
bai toan ngude vé6i dit lieu ngau nhién, bai toan nguon véi dit lieu ngau
nhién, ho#ic bai todn Cauchy ctia phuong trinh eliptic véi dit lieu ngau
nhién. Cac nghién citu dé chii yéu xem xét dit lieu trén mieén bi chin
ho#c hinh chi nhat.

Trong luan an nay sé tap trung nghién cttu phuong phap chinh héa
cho bai toan sideways véi dit lieu tat dinh va dit liéu ngau nhién trén
mién mot chiéu va hai chiéu.

Bai todn 1. Xét bai todn sideways vdi di lieu nhiéu ngau nhién va
nhiéu tat dinh trén mién maot chiéu.

Trong nhiing nam gan day, phép tinh vi phan phan thi da dat duge
nhiéu thanh cong trong nhiéu linh vitc khoa hoc nhut toan hoc, vat 1y
héa hoc, hé thong sinh hoc, v.v. Cac dao ham phan thit kha linh hoat
trong viec mo ta dong chdy nhét, dan hoi va khuéch tan di thuong, siéu
khuéch tan v6i mo hinh c6 thé khong phit hgp v6i mo hinh chuyén dong
Brown ¢4 dién. O day, chiing toi sé xem xét phuong trinh khuéch téan
Diu(z,t) = ugg(x,t), (x,t) € Q. (1)
Trong do, D¢ 1a dao ham Caputo cap « theo bién ¢, 0 < o < 1 va mién
Q= (0,L) x (0,00) C R? v6i L > 0. Chiing t6i xem xét bai toan (1) véi
2



diéu kien dau

u(z,0) =0 véi moi z € (0, L). (2)
Gié sit ring L > 2 va cac diém bén trong z = 1 va = = 2, ta dat
u(l,t) :== h(t), vau(2,t):=g(t). (3)

Nhiét do tai cac diém do bén trong bi anh hudéng bdi nhidu. Trong
bai toan nay, ching toi xem xét hai truong hop: dit lieu c6 nhiéu tat
dinh ho#c nhiéu ngiu nhién. Trong trudng hgp nhiéu tat dinh, ching toi
thu duge hai di lieu do gs, hs thoa

19 = 9sllL2(0,00) < 65 [|Ph = hs|[L2(0,00) < 65 (4)
trong d6, & > 0 la mic do nhiéu. T da lidu gs, hg, ching ta phéi tim
ham u(x,t). V6i mdi x ¢ [1,2], bai toan khong chinh, do d6, ching ta
can c6 su chinh héa. Trong [1, 2], dya trén két qua tong quét trong [2],
chinh hoéa t6i wu da dugc nghién cttu trong cac bai todn sideways co
diém do bén trong. Nhung céc diéu kien dé dat duge sy t6i uu st dung
tinh 16i ctia mot s6 ham cu thé va rat chit ché. Cong thiic nghiem cila
chiing t6i kh6 thoa man dicu kién 16i d6 va mot két qua t6i wu cho két
qué chinh héa hau nghiém cta bai todn van chua dugc nghién citu trudc
do.

Bai toan 2. Bai todn sideways trén mién hai chiéu vdi di liéu ngau

nhién roi rac.
Vat thé duge mo hinh bdi R x (0,2) v6i dusng R x {y = 0} thé hien
bé mat khong thé tiép xic clia vat thé. Nhiet do duge do tai hai dudng
R x {y = 1} va R x {y = 2}. Chung ta xem xét bai toan xac dinh nhiét
do

’U(l’,t) :U(l‘,yo,t), O§y0< 17 (5)
trong d6 u thoa
/iVQU—%:O k>0 (6)
o '

Trong thyc té, mot vai két qua lien quan dén dit lieu tat dinh da
dugce nghién ctiu ki ludng gan day. Trong [3], cdc tac gid di nghien
ctu bai toan véi dit lieu tat dinh. Dé nghiem duy nhéat, ching ta sé
phai do nhigt do ctia vat thé tai hai dudng bén trong R x {y = 1} va
R x {y = 2}, diéu nay cho phép ching ta xac dinh tinh duy nhat cta
nhi¢t do bén trong (xem [4]). Hon nita, bai toan khong chinh néu ching
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ta xem xét bai toan trén toan bo khoing thoi gian R, ting véi chuan
L?. Dic biet, cac tac gid chinh hod ham w (z,0,t) tryc tiép tir dit lieu
do ctia u (z,1,t) va u(x,2,t). Ching toi phat trién ¥ tudng ctia bai
bao [3] va tap trung vao bai todn khoi phuc sy phan bd nhiet tir di
litu do ¢6 nhiéu ngdu nhién. Bai todn véi loai di liéu nay van chua
duge nghién cttu truée day. Hon niia, ching toi cling quan tam dén dit
lieu nhiéu ngdu nhién c6 tinh méi so véi cac nghién citu truée do. Néu
chiing toi do duge ham f(x,t) va g(z,t) tai cac diém rdi rac {z,,} va
céc thoi diém roi rac {t;}, thi ching t6i c6 dugc mot tap céac gia tri do
{(Tjmsnjm) - =M <m < M,1 < j < n}, trong d6 7, = f (mh,t;) va
Njm =~ g (mh,t;) theo mo6 hinh sau

Tim = f(mh,t;) + €jm, (7)

Njm = g(mh,t;) + &jm- (8)
Cac sal 0 € m, €j,m chua biét va thuong duge gia sit 1a doc lap véi nhau.
Ching t6i chi kiém tra mo hinh phuwong sai bi chén, tiic 1a c¢6 01,09 > 0
thoa Var(ejm) < o3,Var(ejm) < o3. Bai toan tim sy phan bd nhiet
u = u(z,y,t) thod dicu kien dau va cdc diéu kien bén trong tir dit ligu
roi rac nhu (7), (8).

Ngoai phan Md dau, Két luan va Tai lieu tham khdo, luan an dugc
trinh bay trong ba chuong theo bd cuc nhu sau: Chuong 1 - Kién thiic
chuan bi; Chuong 2 - Bai toan sideways mot chiéu véi dit lieu ngau nhién
va dit lieu tat dinh; Chuong 3 - Bai toan sideways trén mién hai chiéu
v6i dit ligu ngdu nhién roi rac.



Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

Chuong nay nhac lai mot s6 kién thitc nén tang cho viéc nghién citu cac
noi dung trong cic chuong sau. Mot sé kién thic vé Giai tich, don cit
nhu cac 16p ham thong dung, toan tit, bién doi Fourier va mot sé bat
déng thitc. Bén canh d6, khai niem vé bai todn nguoc, bai todn khong
chinh ciing dugc trinh bay trong chuong nay. Cudi chuong sé trinh bay

cac loai sai s6 ctia u6c lugng trong thong ke.



Chuong 2

Bai toan sideways mot
chiéu véi dit liéu nhiéu
ngau nhién va du liéu tat
dinh

Trong chuong nay, chiing t6i sé trinh bay cac két qua ciia bai toan 1, 1a
két qua ctia bai bao [P1].

2.1 Giéi thiéu bai toan

Bai toan dugc quan tam trong chuong nay duge phat biéu nhu sau

Diu(z,t) = ugy(x,t), (x,t) €Q, (2.1)
trong d6 0 < a <1 va Q = (0,L) x (0,00) C R? vé6i L > 0. Ching toi
xem x6t bai toan (2.1) thod diéu kien dau:

u(z,0) =0 v6i moi z € (0, L), (2.2)
va diéu kién nhiét do tai cac diém bén trong z = 1 va z = 2
u(l,t) :==h(t), vau(2,t):=g(t). (2.3)

Nhu da trinh bay & trén, nhiét do tai cac diém do beén trong bi anh
huéng béi nhiéu. Vi vay, ching t6i xem xét bai toan véi dit lieu ¢6 nhiéu
tat dinh ho#ic nhiéu ngau nhién.



2.2 Bai toan khong chinh

Ap dung bién d6i Fourier vao phuong trinh (2.1), (2.2) va (2.3), ta tim
dugc cong thiic nghiém Fourier cta bai toan la

wt(2,w) = g/ (w) H(z — 1,w) + WY W) H(2 — z,w), (2.4)
trong do
sinh(z(iw)®/?)
sinh((iw)®/2) ’
Dé chitng minh bai todn khong chinh, ching ta can c6 mot s6 danh gia

H(z,w)= w,z € R. (2.5)

cho ham H(y,w), cidc danh gia nay dugc trinh bay trong bo dé sau

B6 dé 2.2.1. Chow,y € R,y #0,|w| # 0, chiing ta cé
‘ey(iW)“”)’ — o¥-lwl*/2 cos(am/4)

Hon nita, ching ta c¢é thé tim dugc cic hing s6 c.,c* > 0 doc lap vdi
Y, w sao cho

cnelylI=DIw|?/2 costan/a) |H (y,w)| < c*e¥I— Dlw|*/2 cos(ar/4) khi |y| > 1, |w| > 1,
c*e(lyl 1)]w|*/2 cos(am/4) < |H( )‘ |y|e(\yl—1)wa/2 cos(am/4) khi |y| >1, |w| <1,
eulyleoI- DI P eostan/d < (y ) < e |y|e<‘y'—”‘“‘“”C°S<‘”/4> Bhi ly < 1l < 1,
C*|y|e(|y|—1>\w\“/2 cos(an/) < | H(y, w)| < "V 1w|*/2 cos(am/4) Khi y| < 1,0 > 1.

2.2.1 Tinh khong chinh cta bai toan

Trong truong hop 1 < = < 2, ap dung B6 dé 2.2.1, ching ta cé hing sb
C > 0 sao cho
0 (2, w)| < C(Jg (@)
Ta c6 e@=2)w[*/2 cos(am/d) = o(1—z)lw|*/2 cos(am/4) i chan khi 1 < 2 < 2, do
do, bai toan la chinh trong trudsng hop nay.

Khiz ¢ [1, 2], ching ta xem xét truong hop ¢(t) = h(t) =0, u(x,t) =

ft _ 1 It _ 1
0, gn (w) = _mﬂnﬂwkrwrl(w)a hn' (w) = _Wﬂn<|w\<n+l(w>
va uflt( ) = g#( VH(z — 1,w) + h,’fbt(w)H(Z — x,w). St dung bat dang
thitc Parseval, va B6 dé 2.2.1, ching ta c6 dudc

c a/2
[uft(2, ) —ufl(z, )P > eI eosan/d g g >0,

(I1+(n+1)?)
Do vay, bai toan khong chinh khi z > 2. Chung ta c6 két qué tuong tu
cho truong hop 0 < x < 1.

a/2

cos(aw/4)+|hft(w) ’e(l—x)|w|”‘/2 cos(a7r/4))'
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2.3 Chinh hoa hau nghiém cua bai toan véi do
liéu tat dinh

Trong truong hgp nhiéu tat dinh, ching t6i thu duge hai dit lieu do
gs, hs thoa

19— 51122000y < 8 1B~ sl 3000 < 0 (26)
trong d6 6 > 0 la mic do nhiéu. T dit liéu gg, hg, ching ta phéi tim ham
u(z,t). Chung ta gia st rang ham wu(xz,t), x € [0, L],t > 0 la nghiem
clia h¢ phuong trinh (2.1), (2.2), (2.3) va ton tai hing s6 £ > 0 thoa
[ (0, )] [Ju(L, )] < E.

2.3.1 Phuong phap chat cut cho truong hop 0 < x <1

Nghi¢m Fourier ctia bai toan c6 thé viét lai nhut sau
uwt(z,w) = (W (w)+¢" (W) H (22, w)H (z2—1,w))H (2—z,w). (2.7)
Ta dat
h(t = h(t / ft 2—z,w)H(z—1,w)e*tdw, (2.8
. (r; o X )H( ) (2.8)
RFHt) = hTH(t) + ¢T (W) H (2 — z,w)H(z — 1,w).
Chiing ta xem xét bai toan chinh ho4d ham u sao cho
wt(z,w) = W) H (2 — z,w). (2.9)
Tu (2.8), ching ta c6 de liu nhiéu tuong ting
hs(t) = hs(t) — f gl W H (2 — 2,w)H(z — 1,w)e™" dw.

Tit gid thiét (2.6), ching ta c6 thé xem xét bai toan (2.7) véi gia thiét
Ilh—hsl| < 6+6sup|H (2 —z,w)H(z—1,w)|:= 4.
w

Mat khéc, tit (2.9) ching ta c6 u/'(0,w) = hf'(w)H(2,w). Do do, sit
dung B6 dé 2.2.1 va gia thiét ||uft(0,.)|| < E, ching ta suy ra dugc

/ mft(w)‘2€2|w|“/2 cos(om/4)dw < (C*E)Z. (2.10)
R
Ching ta dit
1 .
Aw(t) = E /wat H Y2 - z,w)e™dw. (2.11)



Chon >0, 0<z<1,vaRy(z): L*(R) — L*(R) la mot toan t1i tuyén
tinh chinh hoé dugce xac dinh béi

R, (z)w(t) = \/127 /77 H(2 - z,w)w' (w)e™dw.
T J—n

Cho 7 > 1, ching ta tim tham s6 15 > 0 sao cho HAR,](JL(; — hg|| = 79,
nghia la

/||> Lt (w)Pdw = 725, (2.12)
wiZMs

Ching ta c6 duge két qua hoi tu ctia chinh hoa R, (z) dugce trinh bay
trong dinh 1y sau:

Dinh 1y 2.3.1. Cho ham s6 u(z,t) thod (2.9), E > 0 va ||u(0,.)]] < E.
Cho x =0, ching ta co lims_o+ || Ry, (0)hs —u(0,.)|| =0. Cho 0 < & <
1, ton tai mot hang s6 C > 0 doc lap vdi & sao cho
R (2)hs — u(a, || < C6°.
Hon nita, phuong phdp chinh hod Ry, (z), 0 < x < 1, ¢6 bac toi wu,
nghia la, ton tai mot hing so6 ¢ > 0 sao cho
A((S, Rﬁ«s (x), A, MA,E) S C+ i%f A(é, R, A, MA,E)-

O day A duge dinh nghia nhu trong phuong trinh (2.11) va Mag =
{w e L*(R) : ||A~ w|| < E}.

2.3.2 Phuong phap chat cut cho truong hgp 2 <z < L

Tuong tit nhu truong hop 2 < < L, ching ta c6 duge két qua hoi tu
cua udc lugng ctia phuong phap chat cut.

Dinh 1y 2.3.2. Cho ham s6 u(z,t) thod (2.9), E > 0 va ||u(L,.)|| < E.
Khi x = L ching ta 6 ||Ry,(L)gs — u(L,.)|| = 0 khi 6 — 0%,
Khi 2 < x < L, ton tai mot hang s6 C > 0 doc lap vdi & sao cho
L—x

[ Rns (2)g5 — u(z,.)|| < Cor=2.
Hon niia, phuong phdp chinh hod Ry, (x) c6 bac toi wu khi 2 < x < L,
nghia la, ton tai mot hing so6 ¢ > 0 sao cho

A6, Rys(x), A, Mag) <c' i%fA((S, R, A, MaFR).



2.4 Uéc luong cho bai toan sideways véi dit lieu
ngau nhién roi rac

2.4.1 Uédc lugng chiéu cho bai toan hdi quy

Trong phan nay, ching td sé nhic lai khai niém udc chiéu cho bai toan

mo hinh.

2.4.2 Phuong phap chung dé khéi phuc nhiét do tir di
liéu ngau nhién rdi rac

Trong truong hgp nhiéu ngau nhién, ching toi gia st rang dit lieu v, nok

duge do tai cac thoi diém roi rac t = t, = %’ﬂ k=1,...,n,n € Nva
duge xac dinh tit mo6 hinh hoi quy
vor = h(ty) + ek,  nor = 9(tx) + €, (2.13)

Cac sal 86 e, €), k = 1,n, 1a cdc bién ngau nhien doc lap va Ee, =
Ee), = 0 va Var(ey), Var(e,) < 02, § day o. > 0 va dudc o dinh.
Bay gio, chung toi xay dung mQt xap xi cho h € HP(R). Ching toi
chon ham 77 € CY(R) v6i T > sao cho
{1 khi ¢ € [0, T — 1],
mr(t) = ,
0 khit e [T,00),
VA SUPPe1 00) SUPy>o (|77 ()| + [77(2)]) < o0
T mo6 hinh hoi quy (2.13), chon ¢ = 7rh, e = 7r(tk)ex, thi
Vi = TT(tk)ng = TT(tk)h(tk) + TT(tk)ﬁk = TT(tk)h(tk) + €.
Tit {v},} ching ta c6 thé xay dung 9 Az gbn Sai s6 trung binh binh
phuong tich phan (MISE) clia u6c lugng chiéu én duge dinh nghia nhu
sau
MISE(¢n) 1= E|¢n — hl* < 2E||¢n — &[> + 2]|(1 — 7)h||*.
Cac két qua danh gia cho sai s6 trung binh binh phuong tich phan cta
qﬁn duge trinh bay trong B6 dé 2.4.1.

B6 dé 2.4.1. Chiing ta cé nhimg két qud sau
(i) Cho Q@ > 0,p > 0,8 > 1/2. Gid si h € SP, h(0) =0, ¢ := mrh €
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HP(T,Q). Thi ton tai mot hing s6 C doc lap vdi n, 3, T sao cho
2 2 1-23 C
%, Gn T
25 -1 T2

i) Néu h € H}(0,00) NSP thi ¢ = 7rh € HY(T, Q) ,trong do
0

wse < ox, (1

@ = 2(2) 10y o1 HYO400) = 7 € HYO, ) -
f(0) = 0} Khz dé, ton tai mot hang so C doc lap véin, T, E(N,T) =
NT2 + N2 + sz hi

MISE(¢,) < CE(N,, T).

(iii) Gid s cdc gid thiét (ii) ding. Néu (N*,T*) = argmin E(N, T)1 thi
ton tai mot hang s6 C1 > 0 sao cho N* = \?’/inl/:)’, T* = Cyn3ety .
Trong truong hop nay, ton tai hang so C' doc lip vdi n sao cho

MISE(¢,) < Cn”~ 500

2.4.3 Udc lugng: tinh vitng va téc do hoi tu

Cho vg, nor duge dinh nghia trong (2.13), ching ta sé st dung dit lieu

vk = Tr(te)vok, Mk = Tr (k) Nok- (2.14)
Dau tién, ching ta dinh nghia mot uée lugng a(x, t).

Dinh nghia 2.4.2. Ching ta dinh nghia

u(x,t) = \ﬁ/ :UwH[MM]()i“tdw,
trong d6 o/t (x,w) = gt (w)H(z — 1,w) — hft( VH(x — 2,w) va

N,, n: N, n
gt (w) =Z£< M (te) @ (w ) At (w ZZ(ZW;@J ty) @ )>
j=1 k=1 J=1 =
N, n
7 =3 1 Lmes(2,))
j=1 k=1
N, n
W0 =3 L (S netn )
=1 P\

Cudi cling, chiing ta c6 cac két qua danh gia cho sai s6 trung binh
binh phuong tich phan cta uée lugng a(z,t).
11



Dinh ly 2.4.3.

(i) Cho p,s,B,T >0 vaQ=Q(B,T)>0. Gid sit h,g € SPN H*(R),
h(0) = 0, g(0) = 0, sao cho trh,mrg € HP(T,Q)NT > 0 . Vdi
k(z, M) = max, <y max{e([#=1=Dlwl|*? cos(am/4) o(je=2|=1)lw|*/* cos(am/4)}
thi

MISE <a(x, .)) < Cr*(z, M,) [Nn<

T2a§+Qn1—2ﬂ LQ 1
26—1)  N20 T

!t (@, )13

(1+M2)s

(ii) Néu h,g € SP N H}(0,00) thi h,g thod cdc gid thiét cia phan (i)
2
is =5 =1.Q= (L) Ul +lglf) < o0 T = 0575,
N = n!/3 va ching ta cé duge

i 2

R 2 ult(x, )%

MISE(u(x,.)) < CK?(z, My)n~ 30+0 + HIEFM),'%'H
Khi x> 2, ton tai mot hang s6 C > 0 sao cho

MISE (a(:c, .)) < CEy(M,),

trong do
E, (M) _ e2(a:—2)M“/2 cos(aw/4)n*ﬁ +

14+ M2
Khi 0 < x < 1, ton tai mot hing so C > 0 sao cho

MISE (a(x, .)) < CEy(M,),

trong do
El(M) — 62(1—£E)Ma/2 cos(onr/4)n—ﬁ "

1+ M2
(iii) Gid st cdc gid thiét cia phan (i) thod. Khi x > 2, ky hieu M, =
argminEy (M) thi

lim 7M* = P .
n—oo In2/@y  \3(p+1)(z —2) cos(ar/4) )
va
MISE (ﬁ(az, )) < Cln*/en.

12



Khi0 <z <1, ky hieu My = argminFE; (M) thi

’ T p B
neoo n2/en <3(p +1)(1—2x) cos(a7r/4)> ’
va

MISE (ﬁ(:c, )) < Cln*n.

2.5 Cac ket qua so
2.5.1 Danh gia bing giai sb6 ctia bién déi Fourier lién tuc
Trong phan nay ching toi trinh bay mot s6 thit nghiém s6 thu dugde

bang phuong phap chinh héa. Do chinh x4c va hieu qua ctia thuat toan
c6 thé duge minh hoa trong trusng hop dit lieu bi nhiéu.

2.5.2 Mot vi du cho bai toan sideways

Dau tién, ching toi sé trinh bay mo phong dit licu u(1,t) va u(2,t) véi
t > 0. St dung dit liéu mo6 phdng, ching ta xem xét md hinh
DY2u(x,t) = uge(z,t), (x,t) € (0,5) x (0, +00)
va mo hinh hoi quy
voi = u(l,t;) + X5 noi = w(2,t;) + Yy, i =1,m.
Chiing ta sé ki¢m tra tinh hiéu qua ctia thuat toan trong ly thuyét véi
cac ¢6 mau khac nhau

13



Chuong 3

Bai toan sideways trén
mién hai chiéu véi du liéu
ngau nhién roi rac

Trong chuong nay, chiing toi sé trinh bay cac két qua clia bai toan 2.
Dau tién, chiing t6i tim cong thiic biéu dién nghiém Fourier ctia bai toan
va ching minh duge bai toan khong chinh. Sau d6, ching t6i trinh bay
mot két qua cé thé duge a4p dung dé dinh nghia cac tham s6 tinh toan.
Tiép theo, chiing t6i néu cac xap xi ciia cadc ham f(z,t), g(x,t). Sau do,
ching toi dé xuat mot bo uée lugng cho u(z, yo, t). Ching toi cling dua
ra mot cach cu thé dé dinh nghia cac tham sé chinh hoa.

3.1 Giéi thiéu

Truée hét, ching toi phat biéu lai bai toan trén mién hai chiéu nhu sau:
Vat thé duge mo hinh bdi R x (0,2), dusng R x {y = 0} thé hien bé
mat khong thé tiép xtc ctia vat thé. Nhiet do dude do tai hai duong
R x{y =1} va R x {y = 2}. Ching t6i xem xét bai toan xac dinh nhiét
do

v(z,t) =u(x,y0,t), 0<yo<l, (3.1)
trong d6 w thoa
ou
2
_ — 2
kV<u o 0, (3.2)



hing s6 x duong. Ham u(z,y,t) thod cic diéu kien beén trong
u(z,2,t) =g(x,t), ze€R, t>0, (3.3)
u(z,1,t) = f(z,t), xR, t>0,

va diéu kien dau
u(z,y,0)=0, zeR, 0<y<2. (3.5)
Ham s6 f(z,t) va g(z,t) duge do tai cac diem rdi rac {x,, = mh}, h >
0,—M <m < M va cac thoi diém rdirtac 0 <t <tg < ... <t, <T,
thi ching t6i ¢6 duge mot tap cac gia tri do {(7jm,njm), 1 < j < n},
trong do,
Tjim = f (mh, tj) + €5m; (3.6)
Njim = g(mh,tj)+ejm. (3.7)
Trong théng ke, cac sai $0 €}, €jm chua biét va thuong duge gia st 1a
doc lap véi nhau. 0 day, chiing toi chi kiém tra mo hinh phuong sai bi
chan , tic la ¢6 01,09 > 0 va
Var(ejm) < oty Var(ejm) < o3. (3.8)

3.2 Coéng thic nghiém Fourier va tinh khéng
chinh cta bai toan
3.2.1 Chuéi Fourier va chudi Sinc

Trong phan nay, ching toi st dung mot s6 tinh chat clia co sé lugng
gide duge dua ra bai Tsybakov [5] va mot s6 danh gia cho chudi Fourier
va chudi Sine.

3.2.2 Bién d6i Fourier ctia nghiém

Bién ddi Fourier tng véi hai bién x va ¢, ta c6 cong thitc nghiem Fourier
vft('r 5 G(r,s)e™ — F(r,s)e” ) F(r,s)e** — G(r,s)e* oMo
’ A _ oA PN
= F(r,s)Cx\(r,s) = G(r,s)Dx(r, ),
trong dé, r,s € R, A = Ay + iByg, va
sinh A(2 — o) _ sinh A(1 — yo)

A ="—gm D) ="gex

Mo 4

(3.9)
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VS 2 ré+ 5 — 2

Ay=\|——F——, Bo=sgn(s)\| ———. (3.10)
2 2

Chiing ta ¢6 cong thitc nghiém chinh xac sau

V(@ t) = gk [ F(r, s) S5m0 eilo50) drds!

eA_67A
_ﬁ ff]R2 G(r, s) 6A<1—y2;:::i(1—yo> ei(re+st) Jrds! . (3.11)

3.2.3 Tinh khong chinh cta bai toan

Nhu da dé cap & trén, cong thitc nghiem ctia (3.1) - (3.5) c¢6 thé thu

duge dudi dang sau
>\(2—yo) — _>\(2—yo) A(l—yo) _ —A(l—yo)
" e e e e
ully(r.o,5) = F(r,s)——————— = G(r,s)—————

Ta c6

e)‘(Q_yo) _ e_)‘(Q_yo) 2 - €2A0(2—y0) + 6—2140(2_3/0) +2

er —e A - €240 4 =240 — 9.
S6 hang dau tién tang theo cap s6 nhan ,do d6, mot nhidu nho ddi véi
dit lieu f(z,t) sé duge khuéch dai vo han béi he s6 nay. Vi vay, bai toan
khoi phuc nhiét do v(zx,t) ti di lieu do duge 1a khong chinh.

3.3 Mot s6 két qua chinh

3.3.1 Cac gia thiét

O phan trudc, ching ta da ching minh ring bai toén 1a khong chinh.

Trude khi chinh héa, ching ta can ¢6 mot sd gia thiét cho cac ham s6

fr g

3.3.2 Cac két qua chinh

Vi ¢6 rat nhiéu tham s6 nén ching toi tim cach chi dinh ching.

Dinh Iy 3.3.1. ChoY >2,0<y <Y, ¢>0,0< 8 < 1/2. Gid si
(1) u(x,y,t) duge dinh nghia tréen Rx[0,Y]x]0, 00) va thod (3.2),(3.5).

(i) (1 + |z| + |t])vo, (1 + |z| + [t])v, € L2(R?) trong dé vy(z,t) :=
u(x,y,t) khit >0 va vy(x,t)lléhi t<0.



Khi dé, chiing ta c6 thé tim C, E, Cy > 0 sao cho v, € V(q,C) N
Virune(2, B) N C1 g a vdi A2 = CAT*/h%. Do dé, vdi u thod (i) va (ii),
ching ta cé thé chon

a=p4=1,p=2,7=2, vdiq, B bat ky ,q > 0,5 € (0,1/2).
Chiing ta ciing cé thé chon

c > // (1+ r2)q|v;ja(r, t)|2drdt
Rx[0,00) ’

+ // (1+ 7‘2)‘7
(R\[To,ro})x[ovw)

81}5 ¢

2
drdt,

(%ftl
L (r, 1)

(r,s)| drds,

E > //
- 47'(' R2

CFrou = Sug(lﬂ»ﬂ {||Uy,t z, ) 22(0,00) + [vy,et(, )l 120,00 } -
S

Chung ta chia viéc chinh héa thanh hai budc. Dau tién, ching ta sé
xay dung hai uéc lugng F va G cho F va G. Sau do, chung ta thay thé
(A1) — e=A2=10)) /(A — ) i (eM170) — e=AM1=10)) /(A — )
trong (3.11) theo diéu kién on dinh.

Trong budc mot, tit dit lieu 7, nj,m nhu trong (3.6) va (3.7), ching
ta sé xay dung fva g lan lugt 1a céc uéc lugng cu thé ctia cac ham f
va g. Chiung ta chon

F= F\N,M fNM7 G = éN,M = QJJ:th
V6l fN7 M va gn, v duge dinh nghia nhu sau:
Dinh nghia: Gid stt m6 hinh (3.6) ding. Chang ta dinh nghia uéc lugng
cho cac he s6 ¢p(mh) nhu sau:

Cpm = ZT] m®p(t;) + Tn m®p(tn), p=1n. (3.12)
Ching ta ude hIdng ham f(z, ) trén R? béi

v (@,t) =T (t) Z Zcpm¢p Jh) (). (3.13)

—M p=1

Dinh nghia: Gia st mo hinh (3.7) ding. Ching ta dinh nghia céc uée
lugng cho céc he s6 d,(mh) nhu sau:
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Z”Jm% + 77nm¢p() p=1Ln. (3.14)

Chung ta ude luong ham g(z, t) trén R? béi

gnm (@, 1) =T 7(?) Z Zd m®p(t)S(m, h)(z). (3.15)

—M p=1
Cac s6 duong h, T va cac sé nguyén duong N, M dude goi 1a cic tham
s6 chinh ho4. Ta ky hiéu

T2‘r+1 T2T+1
ol TAMN) = Ae gagag=1 + Beparia
MRhI'N

+C. + D_h*72 4 T (3.16)

trong do6
—2a+2
Ac =20, <1 + _1> , B. =2C), C. =40%, D. =4C%,,.,.

Trong budc hai, chung ta phai thay thé cac nhom (er2~¥0) —e=A2=%0)) /(A —
e ) va (M- yf’) e M1=w)) /(X — ) theo dleu ki¢n 6n dinh. Cho

e > 0, ching ta chon b, = In(4/¢)/ f\/ , suy ra e24o < 41
khi (r,s) € D, trong d6 D, = {(r,s) € R? : |r| < be, |s| < b2} Tiép
theo, chiing ta sé tinh gan ding ham v theo ham v, (x,t)

ez, t) = gt [fp, Fvau(r, s) S mme 0 cilretst dpds
_ﬁ ffDE éN,M(T, 8) X1 y;)_Z i(l yO)eZ(Tm—"_St)d'rdS (3.17)

Sau d6, chung ta c6 dugc cac chian trén cho hai phan chinh trong
bién do6i Fourier ctia nghiém v va két qua chinh dan dén sy hoi tu cla
cac uéc lugng duge trinh bay trong hai dinh 1y sau
Dinh 1y 3.3.2. Gid si f,g thod cdc gid thiét (A1)-(A3). Thi
max {EHF — ﬁNMH%Q(Rz), E|G - aN,MH2L2(R2)} < 4n?eq(h,T,M,N).

Dinh 1y 3.3.3. Gid sit cdc gid thiét (A1)-(A3) ding, 0 < B < 221 wa

ve HY(R?),0 > 0,, thi ching ta cé

E/ v — @\’2(11"(18 < m ff]RQ\D (’/"2 + 52)9|Uft(7‘, $)|2d’l“d$
RQ ’ € €

4 3—%o
+8e¢(h, T, M, N) () .
18 €



Dé dat duge su hoi tu ctia cde ham ude luong, c6 nhiéu cach dé xac
dinh cac tham s6 chinh héa h,T, M, N. V6i phan 1y thuyét nay, ching
ta sé dua ra mot vi du vé lua chon tham s chinh hoa. Ta dit

11 2r+1 2741 1 268/ —1 28 —1 -t
=(—+—=+1+4- 1 -1
K (a+ + +p( 20 28 +>+4q—2< 20 28 ’

Va 1 1 1
p1=2op ", p2 =28 ", p3=p ",

(28 -1 28 —1 - (2741  2r+1 -t
= (4g — 2)p " -1 = 1 .
pa = (4g — 2)p ( 5+ 53 » D5 = pl 2+ 55 +

Dinh 1y 3.3.4. Gid st cdc gia thiét (A1)-(A3) ding. Dat
(hp, Ty, My, Ny) = argmin eq(h, T, M, N) trong dé h,T, M, N > 0.
Khi dé "
1 2 (1
ol T M o) = (A7 (2B} (€ (i) () (1)

trong do A., B:,C.,D., FE va p;, i = 1,5, dugc dinh nghia J trén. Hon
nta, ching ta cé

T — <p5E>”h;p’

paDe
N _ plAE p5E 2&9 h_ (25'*1)P+(‘;Z¥;2)(P+27+1)
" paDe paDe " ’
35 7 (28" —1)p+(49—2) (p+27+1)
v (BT (pE\F | eeneen
" \mD paDe " ’
I3
Ud 1 1 2741 2741
oo A p3C= \ 7 ([ psE \ 77 2o a0 (p A, p2Be
" % paDe p4De paDe paDe ’
— A 49—2 | (268'=D)p+(4q=2)(p+27+1) (1 | 1
trong do 9 = 4q — 3 + o T % <o¢+6)'

Hon nita, gid si ring, c6 0,K,9 > 0 thod v € H(R?) va ||v]ge <
Kvﬁ. Cho

) 4\ 3 v K7,
n = argmin0<e<1 327 €O<h’n7Tna MTL7 NN) <6> + m :
b €

Sau dé, bing cich ky hieu vy, = V., chiing ta cé thé tim thay mot hing
s6 C' > 0 doc lap vdi n sao cho
C/
~ 2
Ellv —Unl[72ge) < 102 ()’
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3.3.3 Cac két qua giai sb

Trong phan nay, thuat toan giai bai toan (3.1)-(3.7) dugdc trinh bay theo
cac buée sau

e Buédc 1: Cho n € N, chon cac tham s6 h,, Ty, M, Ny, €.
Dit b, = log (4/€,) /1/2(V2 + 1), a, = b2.

e Bugc 2: Tinh an,Mn(ac,t) va gn, M, (z,t) nhu trong (3.13) va
(3.15).

e Budc 3: Tinh toan v, = v, nhu trong (3.17).

3.3.4 Mo phong va nhan xét

Trong phan nay cung cap hai vi du giai s6. Ching ta xap xi v, = v,
nhu trong cic Bude 1-3. Chiing ta c6 thé thay sy hoi tu ctia v, dén u(yo)
on dinh. Diéu nay xac nhan tinh dang tin cay ctia phuong phap duge dé

xuét.
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Chuong 4

Két luan

Trong luan an, ching toi da nghién citu vé bai toan sideways véi dit lieu
do dac bi nhiéu trén mién mot chiéu va mién hai chiéu. Két qua chinh
clia luan an duge tém tat nhu saw:

D6i v6i bai toan 1: Tic la bai toan sideways vdi dit lieu nhidu ngau
nhién va nhiéu tat dinh trén mién mot chiéu. Ching toi da chi ra bai
toan 1a khong chinh. Sau d6, véi dit lieu tat dinh, ching t6i st dung
phuong phap chinh héa chat cut hau nghiém dé chinh hoa bai toan.
Dong thai, chiing t6i cling xem xét bac tdi wu cho chinh héa hau nghiém
ciia bai toan. Truong hop nhidu ngau nhién trén mién mot chiéu, ching
toi thiét ké cac diém luéi dé do dit lieu va T duge chon phit hop véi kich
thude mau n sao cho phuong phap chinh hoa hoi tu trén mién khong bi
chan. Sau cting la cac tinh todn s6 nham minh hoa cho két qua ly thuyét
trude do.

Déi v6i bai toan 2: La bai toan sideways trén mién hai chieu véi dit
litu ngau nhién roi rac. Ching t6i tap trung vao bai todn khoi phuc su
phan b6 nhiét do tit dit lieu do c6 nhidu ngau nhién. Hon nita, ching toi
quan tam dén dit lieu nhiéu ngau nhién c6 tinh mdéi so v6i ciac bai bio
trude d6. Sau cung 1a cac vi du trong khong gian hai chiéu va cac tinh
toan s6 nham minh hoa két qua 1y thuyét.

Trén co sé nhitng két qua thu duge trong luan 4n, ching t6i sé huéng
t6i nghién cttu mot sd van dé sau:

(i) Chinh héa bai toan sideways phi tuyén cho c& hai truong hop dit
21



liu tat dinh va ngau nhién (truong hop dit lieu roi rac va di lieu
lien tuc c6 nhiéu trang).

(ii) Chinh hoéa bai toan sideways cho cac phuong trinh vi phan chita cac
loai dao ham phan tht khéc.
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